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A classification of molecules with respect to a certain non-chiral molecular structure allows the
approximate description of molecular properties which are antimetric with regard to spatial deflection.
Here, methods are provided to derive formulae for such properties taking two different theoretical
points of view. Some general aspects of these approximations are investigated. Further, sixteen
representative classes of molecules are discussed and a list of formulae is given. Typical features of
both methods are demonstrated using these examples. For molecules with chiral ligands, a theorem
results which may be interpreted as a generalization of Van’t Hoff’s principle of superposition.

Eine Einteilung von Molekiilen in Klassen mit dem Merkmal eines nichtchiralen Molekiilgeriists
bestimmter Bauart gestattet, spiegelungsantimetrische Molekiileigenschaften nach zwei verschiedenen
theoretischen Gesichtspunkten naherungsweise zu beschreiben. Im folgenden werden die Methoden
zur Ableitung von Formeln nach diesen beiden Approximationsstandpunkten und aflgemeine Eigen-
schaften der so gewonnenen Niherungsansiitze aufgezeigt. Dann werden fiir sechzehn représentative
Molekiilklassen in einer Tabelle Formeln nach beiden Verfahren zusammengestellt und typische
Ziige an diesen Beispielen studiert. Ein Theorem, das als Verallgemeinerung des Van’t Hoffschen
Superpositionsprinzips angesehen werden kann, ergibt sich bei der Anwendung beider Verfahren
auf Molekiile mit chiralen Liganden.

Une classification des molécules par rapport a une structure moléculaire non chirale permet la
description approchée de propriétés moléculaires antimétriques par rapport & la déflection spatiale.
On fournit des méthodes pour établir les formules relatives & ces propriétés, selon différents points
de vue théoriques. Certains aspects de ces approximations sont étudiés. De plus, seize classes représen-
tatives de molécules sont ’objet de la discussion et une liste de formule est donnée. Les particularités
typiques des deux méthodes sont révélées en utilisant ces examples. Pour des molécules avec des
ligands chiraux, on obtient un théoréme qui peut étre interprété comme une généralisation du principe
de superposition de Van’t Hoff.

Aligemeine Bemerkungen

Innerhalb einer Klasse von Molekiilen, die als gemeinsames Klassenmerkmal
ein Molekiilgeriist bestimmter Bauart besitzen und sich nur durch Art und Ver-
teilung von Liganden auf vorgegebene Plitze in diesem Geriist unterscheiden,
ist durch Angabe eines zugeordneten Ligandensystems das Molekiil und damit
jede Eigenschaft des Molekiils festgelegt. Reprisentieren wir daher in willkiir-
licher Weise dic in der Klasse vorkommenden Ligandensorten durch reelle
Zahlen A, so sind Molekiileigenschaften % die sich auf ciner reellen Zahlenskala
messen lassen, reelle Funktionen dieser ligandensperzifischen Zahlen. Es gilt also
eine Bezichung

F2F(Ay, Ay A0 (1)
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Dabei kennzeichnet der Zahlenwert von 4; die Spezies des an der Geriiststelle i
plazierten Liganden, und n ist die Anzahl der Liganden im Molekiil.

Ohne daB wir uns auf eine bestimmte Abbildung der Ligandensorten auf eine
A-Skala a priori festlegen, liefert eine Kenntnis der Funktion F oder ein Néherungs-
ansatz fiir F unter der Hypothese dafiir geeignet wihlbarer ligandenspezifischer
A-Zahlen praktisch interessierende Konsequenzen, sofern die Zahl der verschie-
denen Molekiile einer Klasse groBer ist als die Zahl der Ligandensorten. Dies
trifft beispielsweise zu, falls die Zahl der Ligandensorten groBer ist als die Zahl
der Geriiststellen (z > 1) und jedes Ligandensortiment als Ligandensystem von
Molekiilen der Klasse tatsdchlich auftritt. Die Beziehung (1) wird also ohne Ein-
sicht in die Natur der A unter gewissen Annahmen tiber F zu einer echten Aussage
und kann am Experiment getestet werden.

Wird beispielsweise angenommen, F sei eine hinreichend glatte Funktion ge-
eigneter ligandenspezifischer A-Zahlen, dann besteht Veranlassung, in diesem Sinn
wihlbare A-Zahlen als MaB einer physikalischen Qualitit der Liganden anzu-
sehen. Wir formulieren diesen Sachverhalt in der Aussage, die Beobachtung &
sei durch eine einparametrige Qualitit der Liganden beschreibbar. Die Beziehung
(1) in diesem engeren Sinne beinhaltet eine nichttriviale Hypothese, aus der
nichttriviale Konsequenzen gezogen werden konnen.!: 2

Das bisher Gesagte betrifft unverdndert spezielle Molekiilklassen und Beob-
achtungen spezieller Molekiileigenschaften der folgenden Art:

1. Das Molekiilgeriist der Klasse besitze eine Symmetrie zweiter Art (die
Symmetriegruppe sei 6); mit anderen Worten, das Geriist sei nicht chiral.

2. Die Liganden seien ebenfalls nicht chiral, so daB3 alle Drehungen und
Drehspiegelungen eines Molekiils, die das Gertist mit sich zur Deckung bringen,
eindeutig bestimmten Permutationen der Liganden am festgehaltenen Geriist
zugeordnet werden k6nnen. Der EinfluB solcher Drehungen und Drehspiegelungen
auf die Beobachtungsdaten von Molekiileigenschaften sei durch Angabe der je-
weiligen Permutation vollig bestimmt.

Voraussetzung 2 beinhaltet, daB Mehrdeutigkeiten in der Umbesetzungs-
vorschrift, die Art der Ligandenfixierung betreffend, sich nur auf Konformationen
der Molekiile beziehen, iiber die bei den zur Diskussion stehenden Beobachtungen
per definitionem gemittelt ist. AuBerdem ist zu schlieBen, daB fiir derartige Be-
obachtungen Molekiile mit Liganden einer einzigen Sorte die Symmetrie des
Molekiilgeriists besitzen.

Im allgemeinen bewirken Operationen erster Art aus & an orientierten
Molekiilen Drehungen in unterscheidbare Lagen. Drehungen sind aber ohne
EinfluB auf das Ergebnis einer Beobachtung an einem Ensemble von Molekiilen

! Es sei angemerkt, daB aus der Beschreibbarkeit von # durch mehrere Ligandenparameter
zwar (1), aber i. a. nicht die Interpretation von (1) als eine Beschreibung von % durch eine einpara-
metrige Qualitit der Liganden folgt, denn mehrere Parameter lassen sich zwar umkehrbar eindeutig

auf einen Parameter abbilden, aber die Stetigkeit der Abbildung ist dabei nicht gegeben, und damit
verliert F die angenommenen Glattheitseigenschaften.

? Verschiedenartige Beobachtungen an derselben Molekiilklasse werden natiirlich i. a. nicht durch
dieselben Parameter zu beschreiben sein.
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mit statistischer Orientierung. Die Operationen zweiter Art dagegen fiihren
chirale Molekiile in ihre Antipoden iiber und verindern i. a. auch das MeBresultat
von solchen Beobachtungen. Man iiberzeugt sich an Hand von Beispielen leicht,
dall Molekiile der Klassen nach Definition 1 und 2 sehr wohl chiral sein kénnen.

Wir spezialisieren:

3. Die Beobachtung der Eigenschaft # sei eine Beobachtung an cinem En-
semble nicht orientierter Molekiile, und sie fithre bei Antipoden zu MeBresultaten
gleichen Betrags, aber entgegengesetzten Vorzeichens. Eine Beobachtung dieser
Art wollen wir Chiralitdtsbeobachtung nennen.

Die Forderungen 1 bis 3 beinhalten folgende Konsequenzen:

Alle Ligandenpermutationen, die sich auch als Drehungen oder Drehspicge-
lungen des Molekiils auffassen lassen und insofern den Deckoperationen der
Symmetriegruppe & des Molekiilgeriists entsprechen, sind Elemente einer Unter-
gruppe & der aus allen Ligandenpermutationen bestehenden Gruppe €, und €
ist homomorphes Bild von ®. Zufolge dieser Homomorphie wird die Untergruppe
D aller reinen Drehungen aus ® entweder auf eine Untergruppe 9 vom Index zwei
in © oder auf & selbst abgebildet. Entsprechend gibt es keine Symmetricoperation
zweiter Art, die auf die Einheitspermutation abgebildet wird, oder es existiert eine.
Im zweiten Fall gibt es demnach keine chiralen Molekiile — dieser Umstand liegt
im Bau des Molekiilgeriists begriindet —; im ersten Fall dagegen sind chirale Mole-
kille die Regel, und das Verschwinden der Chiralitit spezieller Molekiile ist auf
Besonderheiten im Ligandenarrangement zuriickzufithren.

Wir unterscheiden also chirale und nichtchirale Molekiilklassen, je nachdem,
ob alle Geriiststellen Fixpunkte einer Symmetrieoperation zweiter Art sind oder
nicht.

Eine Chiralititsbeobachtung an den Molekiilen einer nichtchiralen Klasse
liefert daher identisch das MeBresultat Null. Fiir eine chirale Klasse dagegen ist
F(4y, ..., 4,) gegeniiber den Permutationen der 4; aus der Gruppe 9t invariant und
wechselt das Vorzeichen bei Permutationen aus der Nebenklasse von 9t in &,
Bezeichnen wir die durch F(1y, ..., 4,) induzierte Darstellung von & mit I',, mit
¥4 ithren Charakter, mit g die Ordnung von & und mit

p- L I ACIY ] 2
g ReS

den Projektionsoperator zur Darstellung Iy, dann erscheint die Forderung 3
fiir eine chirale Klasse in der Form

PF(yy s ) =F(Ay, ..y ). 3)

Das Transformationsverhalten von F(4,, ..., A,) gemiB (3) bezieht sich auf Per-
mutationen der Liganden — gleich welcher Sorte — bezlglich fester Geriistplitze,
also auf Permutationen der Variablen beziiglich der im Funktionssymbol
F(,.,...,.) die Geriistplatze reprédsentierenden Funktionsstellen. Durch An-
wendung von Variablenpermutationen aus &,, die nicht zu € gehéren, entstehen
auf diese Weise aus F beziiglich der Variablen neue Funktionen, und zwar i. a.

7
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I verschiedene, wenn [ den Index von © in &, bezeichnet. [ entspricht gleichzeitig
der Zahl der verschiedenen Antipodenpaare zum gleichen Ligandensortiment,
wenn alle Liganden des Sortiments untereinander verschieden sind. Der von
diesen Funktionen aufgespannte lineare Raum ist Darstellungsmodul der Gruppe
©,. Im allgemeinen, d. h. fir hinreichend allgemeine Funktionen F, ist diese
Induktion einer Darstellung von &, mit der Darstellung I', von & regulér?.

Die beabsichtigten NAherungsansitze fiir # bestehen in plausiblen, mathe-
matisch einfachen Annahmen iiber die Form der Funktion F mit dem gleichzeitigen
Verzicht auf a priori festgelegte Argumente. Dabei ist es sehr wohl méglich,
daB die erwihnte Induktion der Darstellung von €, in gewissen Féllen nicht mehr
regulér ist, also lincare Beziehungen zwischen den durch verschiedene Links-
nebenklassenoperationen der Gruppe & entstehenden Funktionen auftreten.
Solche lineare Bezichungen — wir wollen sie Additionstheoreme nennen — bestehen
also dann im Rahmen der zugrunde gelegten Niherung zwischen den Chiralitits-
beobachtungen an Molekiilen, die sich in gewisser Weise durch Permutationen
ihrer Liganden unterscheiden. Additionstheoreme dieser Art lassen sich leicht am
Experiment testen und geben Aufschliisse tiber die Giite der Naherung. Wir
werden bei Besprechung von Beispielen fiir unsere beiden N#herungsverfahren
darauf naher eingehen.

Molekiile mit Liganden einer Sorte, bei denen also fiir die A-Zahlenwerte
Ay=A, =+ =2,=4, gilt, besitzen die Symmetrie des Molekiilgeriists und sind
daher nicht chiral.

Ein physikalisch relevanter und mit Riicksicht auf die Approximation von F
zweckmiBiger Begriff ist die ,,Chiralititsordnung einer Molekiilklasse” gemaB
folgender Definition:

4. Die Chiralitdtsordnung o einer Molekiilklasse sei definiert als die Maximal-
zahl gleichartiger Liganden, die im Ligandensortiment chiraler Molekiile dieser
Klasse vorkommen kann. '

Nach Definition 4 sind die Derivate des Methans mit nichtchiralen Liganden
eine Molekiilklasse der Chiralititsordnung eins. Die Klasse entsprechender
Derivate des Propadiens hat die Chiralititsordnung zwei. In sinnvoller Extra-
polation sind nichtchirale Klassen als Klassen der Chiralititsordnung Nuil
definierbar . Dazu gehdren beispielsweise die Derivate des Benzols. (Die Spiege-
lung an der Benzolebene entspricht der identischen Ligandenpermutation.)

Als Beispiel fiir Chiralititsbeobachtungen im Sinne von (3) seien die Messung
des optischen Drehwinkels und gem&f dem stereochemischen Strukturmodell [5]
der Logarithmus des Mengenverhiltnisses gewisser stereoselektiver Reaktions-
produkte angefiihrt. In einer fritheren Arbeit [4] wurde ein Nidherungsstandpunkt
fir die Funktion F begriindet, der sich wesentlich auf die Klasse der tetraedrischen
Derivate und in gewissem Sinne analoge Klassen bezieht. Im folgenden stellen
wir ohne detaillierte physikalische Begriindung zwei Naherungsansitze zur Dis-
kussion, die fiir beliebige Geriistsymmetrien méglich sind. Wir untersuchen

4 Auch die Extrapolation des Begriffs Chiralitdtsordnung auf o = n (Klassen mit chiralem Geriist)
ist zuldssig.
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allgemeine Eigenschaften und Konsequenzen dieser Ansitze und stellen in einer
Tabelle fiir eine gréBere Zahl reprisentativer Beispiele Formeln nach den beiden
Ansitzen einander gegeniiber.

Erstes Niaherungsverfahren

Die Funktion F(4,, ..., 4,) wird ersetzt durch das allgemeine Polynom niedrig-
sten Grades y(4,, ..., 4,) in den A;, welches sich unter den Permutationen aus
& wie F(44, ..., 4,) transformiert, also die Darstellung I', von € induziert.

a) Ndherungsstandpunkt. Ein solches Vorgehen wird als Approximation bei-
spielsweise nahegelegt, wenn die Bezichung (1) im engeren Sinne verstanden wer-
den darf, wenn also die Chiralitdtsbeobachtung durch eine einparametrige Quali-
tit der Liganden beschreibbar ist. In diesem Fall kann man die Mdglichkeit einer
Taylorreihenentwicklung der Funktion F nach Potenzen von (4;,—1,) akzep-
tieren und hoffen, dal das Glied niedrigsten Grades, welches nicht aus Symmetrie-
griinden verschwindet, in einer Umgebung von A, den Verlauf der Funktion
befriedigend wiedergibt. Das Glied niedrigsten Grades ist das zur Diskussion
gestellte Polynom mit speziellen, symmetriemaBig nicht festgelegten K oeffizienten.
Eine Umgebung von A, bedeutet physikalisch, die Naherung wird diskutiert fiir
Liganden, die einander in bezug auf die durch 4 gemessene Qualitit hinreichend
dhnlich sind. Die Entwicklungsstelle A, reprisentiert also etwa eine mittlere
Bezugsgrofie des Ligandensortiments.

Unter Verzicht auf die Taylorreihe mag es aber auch verniinftig sein, die Ap-
proximation durch ein solches Polynom im quadratischen Mittel zu verstehen
(vgl. [4]). Jeder dieser Néherungsstandpunkte gewinnt zusitzliches Vertrauen,
wenn man bedenkt, daBB man wegen des Verzichts auf a priori festgelegte A-Zahlen
diese als im Hinblick auf die beabsichtigte Naherung giinstig gewihlt annehmen
darf.

b) Methode. Da jedes Monom A72% ... A7» vom Gradr=r; + 7, + --- +r, bei
Permutationen der i; wieder in Monome vom gleichen Grad iibergeht, ist das
gefragte Polynom niedrigsten Grades homogen. Da andererseits jedes homogene
Polynom vom Grad r als Vektor eines von allen Monomen dieses Grades auf-
gespannten Vektorraumes aufzufassen ist, der eine Darstellung I'® der Gruppe
©, induziert, stimmt die Zahl der linear unabhingigen homogenen Polynome
vom Grad r zu I’y von & mit der Vielfachheit {iberein, mit der die Darstellung I',
der Untergruppe & in der Darstellung I'” von &, enthalten ist. Die Darstellung
I'” ist der symmetrische Anteil der r-fachen direkten Produktdarstellung von I'V;
ihr Charakter ist also leicht anzugeben . Mit Hilfe der Charakterenrelationen sind
auf diese Weise mit r = 1 beginnend ohne Miihe der niedrigste Grad r = s und die
Zahl ng der linear unabhingigen Polynome dieses Grades zur Darstellung I', von
& festzustellen.

Die Ermittlung der n, Polynome selbst erfolgt dann durch Anwendung des
Projektionsoperators 2 nach Definition (2) auf geeignete Monome der A, vom
Grad 5. Das gesuchte allgemeine Polynom schlieBlich ist eine Linearkombination
der so gefundenen Polynome mit unbestimmten Koeffizienten.

5 Vgl z. B. [2].
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c¢) Besonderheiten der Polynome. Wir fithren in dem Polynom y(1,...,4,)
niedrigsten Grades zur Darstellung I', von € gemiB den Umkehrformeln

1 n
l=8—— 73 & firi=1,2,..,n—1,
n =1
1 n
Ip=—— Y5
n nk§1 k

die Relativ- und Schwerpunktsparameter

;= A — 4, firi=1,2,...,n—1,

5n:“zlk

k=1

ein. Mit dieser Variablentransformation wird aus y(4,, ..., 4,) ein homogenes
Polynom desselben Grades sinden é,,i = 1,2, ..., n. Eine Zerlegung nach Potenzen
von J,, ergibt

N

X(/ll, Az, "'5/’{’n) = Z av(él, 52, ey 5n—1)5;'

v=0

Dabei sind die ¢, homogene Polynome vom Grad s —vinden dy, ..., 0, ;. Wegen
der Invarianz von §, gegeniiber den Permutationen der A; transformieren sich
die a,, welche gemidB den oben angegebenen Formeln wieder als homogene
Polynome der A; vom Grad s — v zu schreiben sind, nach der Darstellung I', von &.
Laut Voraussetzung ist aber s der niedrigste Grad fiir ein homogenes Polynom
dieser Eigenschaft, und daraus folgt, dal mit Ausnahme von v= 0 alle g, identisch
Null sind. Wir haben damit folgendes Resultat:

Das allgemeine Polynom y(44, ..., 4,) niedrigsten Grades zur Darstellung I',

von &€ hiangt nur von Differenzen A; — 4, ab.

Somit bleibt in dieser Niherung fiir F der Nullpunkt der A-Skala willkiirlich.
Das gleiche gilt fiir einen konstanten Maf3stabsfaktor, der wegen der Homogenitéit
als gemeinsamer Faktor der symmetriemaBig nicht festgelegten Koeffizienten
betrachtet werden kann.

d) Molekiile mit zwei Ligandensorten. Enthilt ein Molekil nur Liganden von
zwei verschiedenen Sorten und verzichten wir in unserer Beschreibung auf eine
Unterscheidung gleichartiger Liganden an den verschiedenen Plitzen durch den
Index von A, kennzeichnen wir also beispielsweise Liganden der Sorten A und B
mit A, und Ap, dann wird aus dem urspriinglichen Polynom in den A; wegen der
Homogenitit und ¢) ein Polynom der Form K- {4, — ), wobei K von der
zugrunde gelegten Verteilung der Liganden auf die Gerlistplitze abhiingt. Fiir
dieses Polynom in A, und Ay ist natiirlich das Transformationsverhalten gegen-
iiber der Gruppe & nicht mehr diskutierbar, aber wir erkennen folgende Eigen-
schaft unseres Naherungsansatzes:

In der Polynomnéherung éndert sich der Wert einer Chiralitdtsbeobachtung

an einem Molekiil mit zwei Ligandensorten dem Betrag nach nicht, wenn alle

Liganden der einen Sorte jeweils durch solche der anderen Sorte ersetzt werden.
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Zweites Niherungsverfahren

Die Chiralititsbeobachtung an einer Molekiilklasse wird approximiert durch
eine lineare Uberlagerung von Chiralititsbeobachtungen an Molekiilen mit
einer Maximalzahl von Liganden derselben Sorte. Die Nédherungsfunktion
werde mit ¥(4,, ..., 4,) bezeichnet.

a) Ndherungsstandpunkt. In einer Molekiilklasse mit von Null verschiedener
Chiralitdatsordnung o und einem n-Ligandengeriist gibt es chirale Molekiile mit o
gleichartigen und n — o davon, aber nicht notwendig untereinander verschiedenen
Liganden. Die Messung von & an den Molekillen mit 0 Liganden einer bestimm-
ten Sorte beinhaltet einen kleineren experimentellen Aufwand als die Messung an
allen Molekiilen der Klasse. Es ist daher sinnvoll, unter Bezugnahme auf eine
experimentelle Information iiber die Teilgesamtheit solcher speziellen Molekiile
eine plausible Ndherung fiir die Chiralitdtsbeobachtung an Molekiilen mit einem
beliebigen Ligandensortiment zu suchen.

Fiir eine Approximation der Chiralitdtsbeobachtung bietet sich der mathe-
matisch einfachste Ansatz an, der die Eigenschaft hat, fiir Molekiile mit o unter-
einander gleichen Liganden ciner festgelegten Sorte mit dem Experiment iiber-
einzustimmen. Im Gegensatz zum ersten Naherungsverfahren impliziert der hier
eingenommene Standpunkt a priori keine Hypothese iiber die Art des Liganden-
einflusses im Sinne einer durch 4 beschreibbaren einparametrigen Qualitit,

b) Methode. ¢(4;,, ..., ;) s€ieine Funktion der Liganden an den Gertiststellen
mit den Platzziffern i,, ..., i;, die mit den experimentellen Befunden einer Chirali-
tdtsbeobachtung F,, (4;, ..., 4,) libereinstimmt, wenn alle {ibrigen Liganden von
der Sorte A, sind. Da die Chiralitit fir alle Molekiile der Klasse mit mehr als o
gleichartigen Liganden verschwinden muB}, kann ¢ nur von Null verschieden sein,
wenn k nicht kleiner als n — o ist. Die Funktion @(4;,, ..., 4;) transformiert sich
unter den Gruppenoperationen aus &, insoweit sie zuldssig sind, d. h. Permuta-
tionen der 4;, ..., 4;, unter sich hervorrufen, ebenso wie F, (14, ..., 4,).

Sei T die Untergruppe aller Permutationen aus &, durch die Liganden an den
Geriiststellen iy, ..., i, unter sich permutiert werden, und sei

Po=—3 YDA @)
g ReT

der Projektionsoperator zur Darstellung I', beziiglich der Untergruppe T, wobei
u den Index von T in & bezeichne. Dann formuliert sich der eben besprochene
Sachverhalt in der Bezichung

PRy s i) = @iy oo s Ag) (5)

2, ist Faktor im Projektionsoperator # zur Darstellung I', von & gemil der
Identitat

u u
uP =— 3 YW AR = { > XA(gl)'@l}'@I , (6)
9 ges =1
wobei #, =6, &,, ..., &, ein Reprasentantensystem fiir die Linksnebenklassen

von T in & bezeichnet.
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Wir konstruieren eine Funktion
DP(Aips s Aigr oo A ) =UPO(Ay s ooy X)) = @Ay oo, A+ 04y, 00, 4j)

(7)
+ oAy s Ag) s

die wegen (6) als Summe von Funktionen ¢ erscheint, deren Argumente sich auf
voneinander verschiedene symmetrieiquivalente k-Tupel von Geriiststellen i, j,
..., s beziechen. Die Funktion @ hingt von den Liganden an all den r Gerliststellen
ab, die zu mindenstens einem der Plétze iy, ..., i, symmetrieiquivalent sind. Da
wegen 22 =2 und (7) Z® = d gilt, hat die Funktion @ alle Eigenschaften einer
Chiralitatsbeobachtung an Molekiilen, in denen die nicht in @ vorkommenden
Geriiststellen mit Liganden der gleichen Sorte besetzt sind.

Mit Ricksicht auf unsere Niherungsabsicht wihlen wir das kleinste k, fiir
welches k-Tupel von Geriiststellen zu finden sind, so daB von Null verschiedene
Funktionen ¢ mit der Figenschaft (5) moglich sind. Voraussetzungsgemal ist
dies fiir k =n — o der Fall. Zu diesem k bestimmen wir einen ,,vollstindigen Satz*
nicht symmetriciquivalenter k-Tupel von Geriiststellen und jeweils von deren
Liganden abhingige Funktionen ¢, die mit F,, iibereinstimmen, wenn jeweils
alle iibrigen Liganden von der Sorte A, sind. Falls die Gruppe & nicht k-fach
transitiv iiber den n Geriiststellen ist, gibt es i. a. mehrere durch einen Index v
unterscheidbare Funktionen ¢,, die von Null verschieden sind und von nicht-
dquivalenten k-Tupeln abhingen. Mit entsprechenden Operatoren

P, =u,P (8)
konstruieren wir Funktionen '
P, =2,0,. ©)
Die Summe dieser @,
Z(”{l’--'aln):z¢v=zgv(pv (10)

hat wegen 2% = ¥ ebenso wie die einzelnen @, die Eigenschaften einer Chiralitits-
beobachtung.

7 kann moglicherweise von weniger als n Variablen abhéngen, und dies sei
auch mit der Schreibweise 7(4,, ..., 4,) nicht ausgeschlossen®. Fiir die praktisch
vorkommenden Molekiilklassen der Chemie jedoch ist die Zahl der Variablen,
von denen 7 auf Grund der angegebenen Konstruktion abhingt, tatsichlich =,
beispielsweise immer dann, wenn die Gruppe & einfach transitiv iiber den n
Geriiststellen ist, d. h. wenn alle Geriiststellen symmetrieiquivalent sind. Unab-
hingig von dieser Frage ist, wie im einzelnen noch begriindet werden muB,

Ty oo AR Foyp(Ay, .0y Ay) (11)
der gesuchte Niherungsansatz.

¢) Eigenschaften des Niherungsansatzes. Die Anwendung des Operators &
auf eine Funktion f(4;, ..., 4;) von s <n Variablen, die einer beliebig heraus-
gegriffenen Teilmenge von Geriiststellen iy, ..., i, umkehrbar eindeutig zugeordnet
sind, fithrt zu einer Funktion 2f(4,,..., )= falli, ..os Ais .. A) von r=s
Variablen, die wegen 21, = f, die Transformationseigenschaften einer Chirali-

% Diese Bemerkung gilt auch fiir die Funktion x(4, ..., 4,) des ersten Verfahrens.
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titsbeobachtung hat. Die Wahl der Geriiststellen kann allerdings zur Folge haben,
daB f, fir jede Funktion f identisch in den 4; verschwindet.

Unter Verwendung einer Zerlegung (6) beziiglich der zu iy, ..., i; geh6rigen
Untergruppe ¥ 1Bt sich schlieBen, dall # dann und nur dann Nulloperator
beziiglich der Klasse aller Funktionen der Variablen 4, , ..., 4;_ist, wenn dies auch
fiir den Operator 2 gilt.

Pof (A, .., 4;) verschwindet aber dann und nur dann fiir alle f identisch in
den 4;, wenn es Operationen aus der Gruppe © mit verschiedenem Charakter y
gibt, die unter den Variablen 4,, ..., 4, die gleiche Permutation hervorrufen,
oder — eine dquivalente Bedingung — wenn es eine Geriistoperation zweiter Art,
also aus der Nebenklasse von R eine Permutation gibt, die zu ¥ gehort und be-
ziiglich der Gerﬁststellen iy, ..., ig BEinheitsoperation ist. Mit anderen Worten, die
Identitit Z; f(4;,, ..., 4;) =0 gilt dann und nur dann fiir beliebige f, wenn die
Geriistplitze iy, ..., i alle Fixpunkte einer Symmetrieoperation zweiter Art sind.
Letzteres ist aber genau dann der Fall, wenn die Molekiile der betrachteten Klasse
nach Gleichsetzen der Liganden i, ,, ..., i, nichtchiral werden. Fiir s <n — o ist
demnach Z,f =0 fiir beliebige f(4;,...,4;). Fir s >n— o dagegen existieren
Funktionen Z f % 0 und damit nach dem obigen Satz auch Funktionen 2 f £ 0.
s=n— o ist somit die Minimalzahl von Variablen, von denen eine Funktion f
abhiingen muB, damit 2 f nicht fiir jede mogliche Zuordnung der Variablen zu
Gertiststellen und fiir jede Funktion f dieser Variablen identisch verschwindet.

Zusammenfassend haben wir also das Resultat:

Die Zahl k der Variablen in den Funktionen ¢, unseres Ansatzes ¥(4,, ..., A,)
entspricht der Mindestzahl von Geriiststellen, auf die sich eine Funktlon f
beziehen muB, damit die Funktion £/ nicht in jedem Falle verschwindet.
Dieses k deckt sich mit der Minimalzahl z von Geriiststellen, die der Bedingung
geniigen, beziiglich der Geriistsymmetrie nicht alle

entweder im Inversionszentrum

oder im Fixpunkt einer Drehspiegelachse

oder auf einer Spiegelebene

IR

zu liegen.

z — 1 Gerlistplitze sind also, wie sie auch immer gewéhlt werden, Fixpunkte
einer Symmetrieoperation zweiter Art, und es gilt

k=z=n-—o. (12)

Setzen wirmitk =zin (7) bisauf 1, , ..., 4;_oder bis auf ein symmetriedquivalentes
z-Tupel alle A, gleich einer Konstanten 4, so enthalten alle ¢ auf der rechten Seite
der Gleichung mit einer einzigen Ausnahme weniger als z Variable. Die Anwendung
des Operators u# auf beide Seiten der Gleichung liefert daher

UPDP(iy, s di; )=uP Ay, ..., 4 )+ 04+ 0= Pips s diyy oo s Ay)
und mit der Zerlegung (6)
gD(A'ila ~~-’}'izs ---7lir): @(lila .- l; =l)+¢( 12 cece J 91) (13)

ot Py, s A A



100 E. Ruch u. A. Schénhofer:

Gleichung (13) ist cine Komponentenzerlegung von @ im Sinne von (7) beziiglich
einer beliebigen Ligandensorte 1. Setzen wir in (13) neuerdings bis auf ein beliebig
gewihites z-Tupel 4, , ..., 4,_ alle 4, gleich 4, dann verschwinden alle Summanden
der rechten Seite bis aufeinen, oder alle, je nachdem das z-Tupel ¢4, ...,t, zuiy, ..., i,
symmetriciquivalent ist oder nicht. Setzen wir speziell 1=/, so folgt aus (7) im
Falle der Symmetrieiquivalenz

DAy ooy b A) =0y, oo Ay ) s (14)
denn ¢ ist laut Voraussetzung mit F,,, identisch, wenn alle nicht in ¢ vorkommen-
den Geriiststellen mit Liganden der Sorte 4, besetzt sind; ¢ wird also Null, wenn
eine ihrer Variablen den Wert 4, annimmt. Damit bestétigt sich unser Néherungs-
vorhaben in folgender Weise:

Zu einer Molekiilklasse der Chiralititsordnung o ist %(4,, ..., 4,) ein Nihe-
rungsansatz fiir eine Chiralitatsbeobachtung, der fiir Molekiile mit o bzw.
mehr Liganden einer Sorte in eine seiner Komponenten @, iibergeht bzw.
Null wird. Fiir Molekiile mit 0 oder mehr Liganden der Sorte A, stimmt ¥
gemidlB Konstruktion mit F,,, liberein.

Diskussion von Beispielen

Fir sechzehn verschiedene Molekiilklassen sind in der Tabelle nach beiden
Methoden Niaherungsfunktionen zu Chiralitdtsbeobachtungen angegeben. In
den beiden ersten Spalten ist das Klassenmerkmal, das jeweilige Molekiil-
geriist und seine Symmetrie aufgefithrt. In der dritten und vierten Spalte finden
sich die dafiir giiltigen Ansitze nach Methode eins und zwei, wobei in den
Funktionen des zweiten Ansatzes die Indizes der Variablen an Stelle der Variablen
gesetzt sind. Ferner ist in der vierten Spalte das Transformationsverhalten der
Funktionen ¢, gegeniiber den Permutationen aus T angegeben, sofern T nicht
nur aus der Einheitspermutation besteht. Dem Zweck eines Vergleichs beider
Methoden dient die flinfte Spalte; sie zeigt die Approximation des zweiten An-
satzes durch Polynome niedrigsten Grades in den 4;.

Aus der Tabelle wird die Verschiedenartigkeit der Ndherungsstandpunkte eins
und zwei in der unterschiedlichen Relation zwischen den Formeln fiir die ver-
schiedenen Molekiilklassen deutlich. Wéhrend in den Beispielen 1 bis 13 und 16
die Ansitze nach Methode eins formal aus einer Entwicklung der Formeln nach
Methode zwei zu gewinnen sind, enthalten in den Beispielen 14 und 15 die Poly-
nome der ersten Methode Beitriige, die im Ansatz zwei nicht vorkommen; sie
wiirden erst durch Funktionen von n—o+ 1 =4 Variablen zu beschreiben sein.

Wie man sich leicht {iberzeugt, nehmen die Polynome der ersten fiinf Molekiil-
klassen dann und nur dann den Wert Null an, wenn die Molekiile dieser Klassen
auf Grund der Gleichheit gewisser Liganden eine Symmetrie zweiter Art aufweisen,
d. h. wenn die Chiralitit der Molekiile verschwindet. In allen iibrigen Klassen
verschwinden die Polynome auch an Stellen des A-Raums, die chirale Molekiile
repriisentieren; es treten also Nullstellen auf, die symmetriemiBig nicht festliegen.
GemiB dem ersten Niherungsansatz ist es daher in den Beispielen 1 bis 5 moglich,
entsprechend dem Vorzeichen der Polynome Rechts- und Linksmolekiile zu
unterscheiden. In den iibrigen Molekiilklassen ist das Vorzeichen der Polynome
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nicht als Klassifizierungsmerkmal der Molekiile im Sinne eines Rechts und Links
verwendbar, und es scheint, daB die Molekiile in diesen Fillen eine solche Klassi-
fizierung unabhingig von der Beschreibung einer Chiralitatsbeobachtung durch
Polynome nicht zulassen”’. Die Existenz symmetrieméBig nicht festgelegter Null-
stellen in unseren Polynomen scheint auf topologischen Konsequenzen des Mole-
kiilgeriists zu beruhen, und wir haben Veranlassung, das Verschwinden der
Polynome unserer Ndherung an Stellen nicht verschwindender Chiralitdt als
echte Aussage zu werten.

Entsprechend den Bemerkungen iiber Additionstheoreme im allgemeinen Teil
unserer Abhandlung stellen wir fiir die Molekiilklasse 3 (Propadienderivate) fest:

Die Summe der Chiralititsbeobachtungen an den Molekiilen

3 4 2
4 2 3
und
2 3 4
1 1 1
ist nach beiden Naherungsansitzen Null. Man bestitigt diese Behauptung
leicht aus den entsprechenden Formeln.

Fiir die Klasse 6 oder 7 dagegen gilt nach dem ersten Ansatz:

Die Summe der Chiralitdtsbeobachtungen an jeweils drei Molekiilen, die sich
durch zyklische Vertauschung der Liganden 4, 5 und 6 unterscheiden, ist Null.
Diese Aussage gilt (wegen des Auftretens der Funktion &,) nicht nach dem
zweiten Ansatz.

Weitere Additionstheoreme sind vor allem fiir Molekiile mit mehreren Ligan-
den gleicher Sorte zu erwarten. Wir wollen uns auf die hier besprochenen Beispiele
beschranken.

Mit groBer experimenteller Sachkenntnis sind in einer Arbeit von Kauzmann,
Clough und Tobias [1] MeBdaten iiber die optische Aktivitit von Molekiilen
zusammengestellt. Die Verfasser versuchen, diese Daten unter einem “principle
of pairwise interactions” zu verstehen, wobei sie von der Annahme ausgehen,
dalB der gesamte Drehwinkel eines Molekiils niherungsweise aus den Drehwinkeln
chiraler Molekiilteile zusammengesetzt werden koénne. In diesem Bemiihen er-
halten sie in einigen Fillen Ausdriicke, die den Formeln unseres zweiten Ver-
fahrens dquivalent sind. In anderen Fillen jedoch ergibt sich eine Ubereinstim-
mung erst nach Spezialisierung unserer Formeln. So erhélt man z. B. beim Cyclo-
hexan in der Sesselform (Molekiilklasse 8) die Resultate von [1], wenn man
¢, =0und ¢, + ¢5; =0 setzt. Das abweichende Vorgehen der Autoren ist allen-
falls empirisch zu rechtfertigen und scheint aus der Sicht unseres Ansatzes mit
einer gewissen Willkiir behaftet, da die konsequente Beriicksichtigung aller Ein-
fliisse, die auf Paarwechselwirkungen zuriickzufithren sind, notwendig auf unseren
Ansatz filhrt.

7 Auf dieses ,,Rechts-Links-Problem“ soll in einer kurzen Mitteilung gesondert eingegangen
werden.
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Tabelle
Lfd. | Molekilgeriist Sym- | Approximation von F(4,, ..., 4,) gemiB Ansatz 1
Nr. metrie-
gruppe
1 1
D, Dl
1 i oder (GS,,) 21 a(ly—Ay)
2 2
2 1?\ 3 Cs, a(dy~A3) (A — A3} (A3 —1y)
/
2
3
4
3 Dy, a(dy—Az) (A3 —Aq)
2
1
4
4 Ié]; T, (g~ 22) (g = A3) (s — A) (o= A1) (L = A3) (Rg — )
3
2
A
1
5 @3 Dy, | aldi—42) (A —23) (As— 1) (As—4s)
5
6 oder 5
¢ /5 § 3
6 51 Dy | a{l(di+A2)(Aa— 1) — (A1 — 43) Ay —4s)}
2
7 Dyy | a{(d;—A) (As—Ae)— (A —A3) (Aa— A6}
4 6 af{(dy —A2) (A5 —Ag) — (A1 — 23) (Mg — A6)}
9 +b{(Ay —Ag) (A11 — A12) — (7 — Ao} (210~ A12)}
8 10 12 D Fe{(Ai—2A2) (A —A12)— (A1 —A3) Ao —A12)
7 8 3d +(As—A6) (A7 —Ag) —(As — ) (A7 — Ao)}
i n ) Fd{(A, —22) (A7 —Ag) — (A1 —43) (27— As)

+(As—Ae) (Ao —A12) —(Aa—A6) (A1 — A12)}
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Tabelle

Approximation von F(44, ..., 4,) gemiB Ansatz 2
Transformationsverhalten der ¢,

Approximation der @, in Ansatz 2

du

rch Polynome niedrigsten

Grades in den Z;

~@6(L, 9= 062, ) — 06(3, 8) —04(5, 12) — 94(6, 10} — (4, 11)

e1(LS)= ¢:(51); @7, 1)= ¢,(11,7)
03(1,2)=—03(2,1); 97,8 =—.8,7)

(1)~ (2) NAnsatz 1
o(1, 2} +¢(2,3)+ (3, 1)
™ Ansatz 1
o(1,2)= —(2,1)
0(L,3)+0C. 9~ 0(1,4—0(2,3)
™ Ansatz 1
o(1,3)=¢(3,1)
0(1,2,3)+ (1, 3,4)— (1,2, 4)— (2,3, 4)
N
o(1L23)= 923, D)= 03,12 Ansatz 1
=—0(1,3,2)=—0(3,2, )= -0, 1,3)
o(1L2,H+0(2,3,)+9(3,1,4
~0(1,2,5)-0(2,3,5)-0(,1,5) SAnsaty 1
0(1,2,4)=-92, 1,4
01(L, )+ 012, 6+ 0,3, = 04(L, 6)— 0,2, )~ 9,3, 5) 2,
+ @1, 2)+ 0,(2,3) + 023, 1) — 9,4, 5) — 0,(5, 6) —,(6,4) ™ Ansatz 1
- (pz
@,(1,5)=¢,(5,1); 0,(1,2)=—9,(2,1) > Polynom vom Grad k=3
©1(1, 5)+04(2,6)+9,(3,4)— @1(1,4)— 0 ,(2, 5)— ¢,(3, 6) b,
+02(1,2)+ 9,2, 3) + 9,03, 1) — 0,4, 5)— 0,(5,6)— (6, 4) ™ Ansatz 1
[ ¢2
0,(1,3) =5, 1); 0,(1,2)= —,(2, 1) ™ Polynom vom Grad k =3
0L, 5)+0:12,6)+0,(3, ) —9,(1,4) — (2,5 — ¢;(3,6)
+ @27, 11)+ 02(8, 12) + 0,(9, 10) — ¢,(7, 10) — (8, 11) — 9,(9, 12)
+@3(1,2)+ 03(2, 3) +93(3, 1) — 01(5, 6) — 93(6, 4) — 93(4, 5)
+ @47, 8)+ @48, )+ 949, T) — @411, 12) — 9,(12, 10) — (10, 11) Pt bat O ¢6\‘Ansatz i
+@s(1, 1)+ 952, 12)+ 95(3, 10)+ ¢5(5, ) + ¢ 5(6, 8) + ¢5(4, 9) ®
—0s(1, 10)—5(2, 1)~ 5(3,12) — 9 5(5, 8) — @5(6,9) — 9 5(4, 7) ’S
+06(L,8) + 962, 9+ 043, D+ 04[5, 10) +94(6, 1)+ pgld, 12) g, | olmomvom Grad k=3
4

™ Polynom vom Grad k=3
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Tabelle
Lfd. | Molekiilgeriist Sym- | Approximation von F(/,, ..., 4,) gemaB Ansatz 1
Nr. metrie-
gruppe
4
9 1 3 Cav af{(Ay ~A3) (22 =29 [(A1 —~A2)+ (A3 = AT}
2
: 7
5 §
10 Dy a{(d; — A} (e —As) — (A2 — A} (A5 — A7)}
4 3
! 2
9
1 |
12 !
ST
5 3 a{(dy —25) Ay —A10) + (A2 —45) (A5 — g)
1 D +(A3—As) (Ao — A7)+ (Aa—As5) (A0 — s}
L 2 o b{(d, —4s) (Ag— Ag) + (42— 45) (Ao — A0}
Od:r +(A3—As) (Ao —Ae) + (e —As) (Ag— A7)}
10 8
5 3
1 2
10
°‘Q ° a{(d — 1s) (A — A7)+ (A2~ 25) (1, — Ag)
12 77 o 8 D +(A3—As) (g = Ao) +(Ag—Ls5) (Ao — A10)}
5 4 5 4+ b{(A - As) (g — A10) + (A — As) (Ao — Ag)
, ’@3 (0~ 5 (g~ o) + (= 43) G — )}
2
1 10
.II ) Il . :
a{(A;~A3) (Ag = A1)+ (A3 —25) (A10— A12)
. ! 2 » + (g = Ag) (kg — A7)+ (g — L) (11 = )}
oder 8h +b{(Ay —A3) (Ag —Ap) + A3 —As) (g — 49)
1 10 +(A3—Ag) (Ao — A1)+ (A~ Ag) (10— As)}
12
9
75 9
6 3
1 2
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(Fortsetzung)

Approximation von F(4,, ..., 4,) gemaB Ansatz 2
Transformationsverhalten der ¢,

Approximation der @, in Ansatz 2

durch Polynome niedrigsten
Grades in den 4;

(L2 +923)+0B,H+04, 1)

~Ansatz 1
o(L2)=—9p(21)
¢;(1,6)+¢,2,N+¢,3,8+ 94,5
—,(1,8)—0,(2,5—¢,3,6)—¢,(4,7
?1(1,8)— 94(2,5) %E )—@1(4,7) " Ansaty 1

+ 021, 2)+ 9,2, 3)+ 0,3, )+ ¢,(4, 1)
—0,(5,6)—9,(6,7)— ¢2(7,8) — 92(8,5)

0,(1,6)= ¢,(6,1);  ¢:(1,2)=—,(2,1)

P,
~Polynom vom Grad k =3

(L, N+ ¢,(28)+¢,3,9+0¢,(4 10)+¢,(5,6)
= @4(1,10)—,(2,6)— 9,3, D —¢,(4,8)—¢,(59)
+ @2(1,8)+ @2(2,9)+ ¢2(3, 10) + 9, (4, 6) + ¢,(5,7)
=02(1,9)—02(2,10)— 9,(3,6) — 0, (4, 7) ~ 9 (5, 8)
+03(L2)+@3(2,3)+ 923, A+ 034, 5)+ 935, 1)
—@3(6,7)— 93(7, 8) — 03(8, 9)— 93(9, 10) — 5(10, 6)
+@4(1,3)+ 043, 5)+ 045, 2+ 04(2. )+ 944, 1)

= @4(6,8)— 04(8, 10) — ¢,(10, 7) — 94(7, 9) — ¢4(9, 6)

¢,(8,1)
s <D4(37 1)

(1,7 e:i(7,1); (1,8

)= )=
P3(LD=—gs2. 15 ¢all,3)=

P+ P,
SAnsatz 1
P,
™ Polynom vom Grad k=3
P,
> Polynom vom Grad k=3

@:1(1L, T+ 912, 8)+ 9,3, 9)+¢,(4, 10)+ ¢, (5, 6)
—0:(1,0)~ 9,2, ) —¢1(3,8)—9(4,9) — 0, (5, 10)
+02(1,8)+95(2,9) +¢,(3, 10)+ 92(4, 6)+ 92(5,7)
- (PZ(I) 10)"" @2(2’ 6) + (92(3’ 7) - ¢2(4? 8) - (/’2(5» 9)
+93(1,2)+03(2,3) + 933,49+ 93(4,5) + 03(5, 1)
~03(6, N —03(7, 8) = 03(8,9)— 93(9, 10) - 05(10, 6)
+04(L3)+ 042, 9+ 0.0, 5)+ 9u4 1)+94(5,2)
—04(6,8) = 04(7,9) — 04(8, 10)— (9, 6) —04(10,7)

0L, N)=" 9,(7,1); 0:(1,8)= @,(8,1)
@3(1,2)= —@4(2,1); 24(1,3)=—0,(3,1)

b+ P,
\Ansatz 1
P,
™ Polynom vom Grad k=3
@,
“Polynom vom Grad k=3

0:1(1,8)+¢,(2,9+¢,3, 10)+0,(4, 1)+ ¢,(5, 12)+ 9, (6,7)
—@{L,12)— (2, )= 0.3, 8)— 0:1(4,9) — ¢,(5, 10}~ (6, 11)
+02(L 9+ 922,100+ 0,3, 1) + ¢,(4, 12) +0,(5, ) + 9,(6, 8)
~@2(L, 11)— 93(2,12) = 0,3, T) — ¢,(4, 8) — 0,(5, 9) — ¢, (6, 10}
+@3(1, D+ ¢3(2, 3} + ¢33, 9+ 934 5)+ 3(5,6)+ @5(6,1)
—¢3(7,8)— 03(8,9) — 93(9, 10) — 03(10, 11) — (11, 12) — 5(12, 7)
+@4(1,3)+ 043, 5)+ 04(5, )+ @4(2, )+ @44, 6)+ 04(6,2)

—04(7,9) =049, 11) — 9,4(11, 7) — 0, (8, 10)~ 0, (10, 12) — 9, (12, 8)

(pl(ly 8): @1(85 1): (Pz(l, 9): (Pz(gs 1)
931, 2)=—5(2,1); ?4(1,3)=—9.(3,1)

D+ D,
SAnsatz 1
Py
~Polynom vom Grad k=3
D,
™ Polynom vom Grad k =3
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Tabelle

Lfd.

Nr.

Molekiilgeriist

Sym-
metrie-
gruppe

Approximation von F(1,, ..., 4,) gemilB Ansatz 1

14

Oy

af(dy —A7)* [(2o — As) (A3 — A6) — (Ao — As5) (A3 — 24)]
(A= 2] [(A1 —23) (La — As) = (23— Ae) (25~ )]
~ (A3 =25)2 [(A1 —2g) (A = Le) — (26— Ag) (A2 — 17)]
+(he —A6)* [(1 — Ag) (A — A5) — (23— Ag) (2 — A7)]}
+5{(d; —25) (A~ A7) (e — A5) (16 — 4g)
—(A1=4g) (A2 —A9) (A3 — A6} (As — A7)}

15

w

Oy

{1 =23} (A, =24 (25— 46)}
Halldi = 22) (A1 =) (A — Ae) + (A1 — o) (A = A5) (Ra— A5)
+ (A= A3) (A2 = 45) (hs — A3) +{A3 = 1) (A3 — A6) (La — A6)]
+b[(21—22)+ (A = A1 [A1 — As)+ (A3 — A)] [(22 ~ A5) +(2a—~A6)1}

16

T,

a{(d; = 2) (As = Ag) + (A3~ 43) (As — Ao) + (A3 — A1) (A, = 249)

= (A1 =2Ag) (A1 — A1) — (A2 = A9) (12— A15) ~ (A3~ A) (A3~ A16)}
+b{(As —46) (A7 —A10)+(As — A7) (A5 — Ag)+ (A7 — A5) (As — Ao)
+(As—As) (A — A1) +(As — A1) (As = Ag) +(Ly — A5) (A5 — A10)
+(Ae—A16) (A12—A15) +(A16—A12) (As = Ag) +(A12— A6) (A6 — A13)
+(A10—416) Ay —A1a) +(A1s — A1) (Rro— A7)+ A1y —A10) (A16 — A13)}
+c{(hs—2g) (A3 —216) +(hs — o) (A11 — A14) + (A7 —A10) (12— A45)}

Einige spezielle Bemerkungen

Ein hypothetischer ebener Cyclohexanring gemal Beispiel 13 fiihrt zu Wider-

spriicchen mit dem Experiment, wie sich unter Beniitzung der MeBdaten aus [1]
nachweisen 140t

Die Molekiilklassen 5, 8 und 16 sind Beispiele fiir Klassen mit zwei Transiti-
vititsbereichen. In den iibrigen Fillen sind simtliche Geriiststellen symmetrie-
dquivalent.

Fiir das Auftreten ,,zufilliger” Nullstellen seien zwei Beispiele angefiihrt. Fiir
Molekiile der Klasse 6 oder 7 verschwindet y identisch, wenn die Liganden an den
Stellen 4, 5 und 6 von der gleichen Sorte sind, obwohl es chirale Molekiile dieser
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(Fortsetzung)

Approximation von F(1,, ..., 4,) gemaB Ansatz 2 Approximation der @, in Ansatz 2
Transformationsverhalten der ¢, durch Polynome niedrigsten
Grades in den 4,

, 340123, 9+90,(3,4, D+9,(4,1,2)
:0)+01(5,6,2)+¢4(6,2, )+9,(2, 1,5)
2 8)+91(4 8,5+ ¢1(8,5, N +0,(51,4)

o1(1,2

5

4
H 39 2)+(p1(3’ 2’ 6)+(p1(27 6’ 7)+§01(6, 77 3)
8

6

3

7

(1
+o,(1
+o4(1
+o.(7
+@1(7,8,8)+%1(8,4,3)+¢:(4,3, ) +¢,3,7,8) b,

(7,6,5)+ 9.(6,5,8)+ 9:(5,8, )+ ¢,(8,7,6) “Ansatz 1 mit b=2a

(1,3,6)+ 9,2, 4, 1)+ ¢,(3,8,6)+ ¢,(4,2,5) @,

(5,7, 8+ 0,(6,8, D)+ 0,(7,52) +¢,(8,3,1) S Polynom vom Grad k> 4

+¢y
+ @2
+¢2

04(1,2,3)=—9,(3,2,1);
©2(1,3,6)= ,3,6,1)= ,(6,1,
=-0,(3,1,6)= _402(1, 6,3)=—¢,(6,3,1)

o(1,2,5)+¢(2,3,5+¢(3,4,5+¢4,1,5)
w(10(1’ 23 6)'—(?(2’ 37 6)——(p(3, 4? 6)‘?(47 1’ 6)

E ~Ansatz 1 mit b=0
= ¢6,1,2)
»5.2)=-9(5.2,1)

?1(L, )+ 0:(1,10)+ ¢4(1, 14)+ ¢, (2, 6)+ ¢,(2, 8) -+, (2, 15)
+0:3, 7+ 0:3,9+ 013, 16)+04(4, 11} + 9,4, 12)+ 9, (4, 13)
_¢1(1’ 7)_(01(1’ 8)_‘p1(1> 11)"'@1(27 5)_‘(P1(2, 9)_(P1(27 12)
—¢1(3,6)~9:(3,10)—0,(3,13)— 0, (4, 19— 0, (4, 15)— ¢, (4, 16)
+92(5,6)+ 926, N+ 92(7, )+ 0,(8, 19) + @, (14, 12) + 9,(12, 8)
+¢2(9,15)+ 9,15, 13)+ ¢,(13,9) + ¢,(10, 16)+ ¢, (16, 11} + ¢, (11, 10)

+93(8,9)+ 939, 10)+ 03(10, 8) + 93 (5, 11) + (11, 15) + ¢5(15, 5) @, + P, + D5

+@3(6,12)+ ¢3(12, 16) + ¢3(16, 6)+ ¢3(7, 13) + 94(13, 14) + @3(14, 7) ™Ansatz 1
+04(5,9)+ 046, 10)+ @4 (7, 8) + 9.(8, 1)+ 0,4(14, 15)+ 9,(12, 5) 2,

+ 049, 12)+ ¢, (15, 16) + 9,(13, 6) + 9,(10, 13) + ¢, (16, 14) + ¢,(11, 7) ™ Polynom vom Grad k=3
= 04(5,10)= 0, (6, 8) — 94(7, 9)— 94(8, 15)— 9,4(14, 5)— 9, (12, 11) 2

—04(9,16)—,(15, 6)— ©4(13, 12) — 9, (10, 14) — @, (16, T)— @, (11, 13) S Polynom vom Grad k=3

0505, 13)+ ¢5(8,16)+ 05(6, 11) + 05(9, 14) + 95(7, 12) + 95(10, 15)
— @55, 16)— 95(8, 13)— 95(6, 14)— 95(9, 11) —94(7, 15) — ¢5(10, 12)

92(5,6) = —,(6,5)
93(8,9) =—0309,8)
?5(5,13)= @5(13,5)

Art gibt. ¥ dagegen verschwindet in diesem Fall nicht identisch. In der Klasse 14
sind Molekiile mit gleichen Liganden an den Stellen 1, 2, 3, 7 einerseits und 4, 5,
6, 8 andererseits chiral. Fiir diese Molekiile wird ¥ identisch Null, y dagegen nicht.
Da wir in allen Klassen auBer 1 bis 5 die Existenz zufilliger Nullstellen fiir eine
Erscheinung halten, die nicht durch die Approximation bedingt ist (vgl. S. 100f.),
bedeutet obiger Befund nur verschiedene Nullstellenlagen in beiden Niherungen.

Die Molekiilklasse 1 bietet sich wegen der Einfachheit der Formeln nach
beiden Néherungsverfahren fiir den experimentellen Test an, aber die Zahl der
praktischen Beispiele ist gering, da die Symmetrie S, meist nur als Untersymmetrie
von Molekiilgeriisten auftritt. Setzen wir in der Klasse 16, den Derivaten des
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Adamantans, A, =1,=A1;=27,= 1y, so erhalten wir Formeln, die gleichzeitig
fir die Derivate des Hexamethylentetramins gelten. Setzen wir auBerdem
Ae=Apy=Ap=4is=4,4 und A,=1g=44; =4,, =215 und betrachten alle diese
Substituenten als zum Geriist gehérig, dann entsteht eine Klasse von Molekiilen,
deren Geriist die Symmetrie S, besitzt. Die Drehspiegelachse geht durch die
Verzweigungsstellen zu den Ligandenplédtzen 5, 8 und 13, 16. Setzen wir nun
As=2Ag und 4,5 = 1,6, s0 lauten die Ndherungsformeln 16

x=4b(Ap—A44) (As — Ag3) =V (ds — 413),

T=2{p2(As, A1) — @2(4s, Ag) — @3(hs, A4) + @3(ds, Ap)
~ @4(hs, 2g) — aldgs As) + @4lds, Ap) + 94(lp, 45)}
= 2{@3(A13, 44) — P2(A13, Ap) — @3(L13, A4) + @3(A13, Ap)
—04(A13, 40) — @a(dgs A13) + @ulAi3, Ap) + @aldps 413)}
= @(4s) = @(4i3).

Diese Molekiilklasse ist der Klasse 1 analog; die Formeln stimmen tiberein.

Ein Superpositionsprinzip

Eine Einteilung in Molekiilklassen analog zu Definition 1 ohne die Zusatz-
bedingung nichtchiraler Liganden gibt uns unter gewissen Einschrinkungen die
Moglichkeit, ein Superpositionsprinzip abzuleiten. Es handelt sich dabei um eine
Verallgemeinerung des fiir tetraedrische Chiralititszentren gewonnenen Resultats
in [4] auf nichtchirale Molekiilgeriistteile beliebiger Symmetrie. Die Methode
der Ableitung ist dieselbe wie dort. Zur Vereinfachung beschrinken wir uns
auf den Fall zweier nichtchiraler Molekilgeriiste, deren Chiralitdtsordnungen
von Null verschieden sind und die liber jeweils eine Geriiststelle mit ihrem
Geriistpartner verbunden sind. Die Molekiile unserer Klasse entstehen durch
Besetzung aller {ibrigen Geriiststellen mit nichtchiralen Liganden. Wesent-
lich ist, daB jeder der beiden Molekiilteile in bezug auf den anderen als Ligand in
unserem Sinn angesehen werden kann, bei dem es nur daraufankommt, an welchem
Platz des Partners er gebunden ist, nicht aber auf seine Stellung relativ zum Partner.
Aus einem Molekiil dieser Art entstehen durch Ubergang zum Antipoden bei
einem oder beiden Bindungspartnern insgesamt vier Molekiile, die sich durch die
Symbole R, R,, R, S,, $1S,, S; R, kennzeichnen lassen. Die den Deckoperationen
der beiden Teilgeriiste zugeordneten Permutationsgruppen seien &,, &,. Die
Beobachtung # am Molekiil R, R, werde durch die Funktion

FAs o os Ay Ait1s oo Amtn)

beschrieben. Dabei seien A, ..., 4, die Parameter der Liganden am Teilgerist 1,
A4 1s -+ » Amsn jene der Liganden am Teilgeriist 2; A, 4,4, charakterisiere jeweils
den einen Molekiilteil als Liganden des anderen.

Die Eigenschaft # eines Gemischs von gleichen Anteilen der Molekiile R, R,
und R, S, bzw. R;R, und S, R, wird dann beschrieben durch die Funktionen

Fy (s ooos A3 At s s Domtn)

15
_%[F(llav"a’lm; A’m+1a"' m+n)+y2F(/11:’ aim9im+1""5;tm+n)]' ( )
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&, istirgendein Element aus ©,, das einer Operation zweiter Art der betreffen-
den Gerlistsymmetriegruppe entspricht; mit einem analogen % aus €, gilt
S F=~9%F. Die in (15) zum Ausdruck kommende Additivititseigenschaft
kann als zur Definition einer Chiralitdtsbeobachtung gehorig angesehen werden.
Aus (15) folgt

FAL oo X Aot 1 o> Aonim)

(16)
= Fl(j‘la ...,lm; lm+1, "'7)"m+n)+F2(j'1’ cees Am; }'m+1> eey lm+n).

F; gehort zur Darstellung I'y von &, und ist invariant unter &,, denn eine
Operation aus &, vertauscht hochstens die beiden Komponenten des Gemischs,
dulert sich also nicht in der Beobachtung . Ebenso gehért F, zu I', von €, und
ist invariant unter ;. Im Rahmen unserer beiden Niherungsverfahren ergibt
sich nun eine erhebliche Vereinfachung fiir diese Funktionen:

a) Wir approximieren F,, F, durch Polynome y;, y, vom niedrigsten mé6g-
lichen Grad s,, s, in A4, ..., 4,4+, gemiB Ansatz eins; im Fall s, = s, ersetzen wir
das Polynom héheren Grades durch Null. Dann erhalten wir nach (16) auch fiir F
das Polynom y niedrigsten moglichen Grades; andernfalls wiirde (15) umgekehrt
fiir F; oder F, ein Polynom niedrigeren Grades als s, bzw. s, liefern.

%1 bzw. y, kann nicht von 4,4, ..., 4,4+, bzw. 1., ..., 4,, abhéngen; andern-
falls wiirde durch Konstantsetzen dieser Variablen ein N#herungspolynom von
niedrigerem Grad als s; bzw. s, resulticren. Diese Vereinfachung ist eine spezielle
Folge unserer Naherung. Damit ist aber das Problem auf das schon behandelte
Problem fiir die beiden Teilgeriiste reduziert; es gilt fiir s, = s,

X(ib EEE] j'ma j'm+—1a ---aim+n):X1(ﬂ'l> AERS] lm)+x2(lm+1a ---alm+n)
und fiir s, <s, (17)

X Ads oo dos At ts o os At ) = X1 (Ats coos A) s

wobel y4, ¥, die Naherungspolynome niedrigsten Grades fiir die Teilgeriiste sind.
Sind letztere trotz s, = s, voneinander verschieden, so ist in der Linearkombination
(17) das Verhiltnis der multiplikativen Konstanten von y; und y, symmetrie-
méifBig nicht bestimmt. Bei gleichen Teilgeriisten und geeigneter Numerierung der
Ligandenplétze ist es gleich Eins; es gilt

X(lh - ’j'ma j'm+1’ ERR /12m) = Xl(/ll’ LRRE) lm)+X1(/1m+17 LEES} }'Zm) > (173)

denn y muB gegeniiber einer Vertauschung der beiden Varlablensatze Als wevs A
und A, 415 ..., Aa,, iNvariant sein.

b) Wir approx1mleren F,, F, durch Funktionen %,, ¥, der kleinstméglichen
Variablenzahl z,, z, gemif Ansatz zwei. Die Argumentation von a) LBt sich un-
mittelbar iibernehmen, wenn wir an Stelle des Grades die Variablenzahl setzen.
Daher gelten die Resultate (17), (17a) auch in diesem Fall: Das Problem reduziert
sich auf die Behandlung der beiden Teilgeriiste; die Nidherungsfunktion ¥ von F
aus Gliedern kleinster Variablenzahl ergibt sich als Linearkombination der Funk-
tionen ¥, und %,.

Mit diesen Uberlegungen erfihrt auch ein Spezialfall des hier ausgesprochenen
Theorems, das Van’t Hoffsche Superpositionsprinzip [6], seine formale Be-
griindung.

g*
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